Die Zeitgleichung flr Nicht-Astronomen
(DGC-Mitteilungen Nr.111, 2007)
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1.Einleitung

Die Zeitgleichung ist eine astronomische Aufgabe,
die bereits von Hipparch behandelt wurde und im
Almagest ziemlichgenau und bilindig angesprochen
ist [6]. Daran wurde erst im 17.Jahrhundert ange-
knupft, ndmlich durch Flamsteed. Der in der Folge-
zeit erarbeitete Rechengang wird hier fir Nicht-
Astronomen aufbereitet. Das heiB3t vor allem, dass
das entsprechende Insider-Wissen zum Verstandnis
nicht Voraussetzung ist. Als Bezeichnungen und
Symbole werden die im entsprechenden Kapitel vom
"Sonnenuhren Handbuch", DGC [1] gewahlten ver-
wendet, um beide Arbeiten leichter miteinander ver-
gleichen zu kdénnen.

Kleine langfristige Einflisse auf die Bahnfahrt der
Erde werden unterdrickt, um das Wesentliche her-
auszuarbeiten. Die vorliegende Behandlung ist den-
noch strenger als die Formulierung der Zeitgleichung
als Summe von zwei mit dem Jahr bzw. seiner Halfte
periodischen Ausdriicken, mit je einem flr die beiden
Ursachen der Schwankung der Sonnenzeit [2]. Dort
wird die Schwankung der Tageslange ermittelt und
daraus auf die Zeitgleichung geschlossen. Weil die
Erddrehung um die eigene Achse, die den Hauptteil
der Tagesldnge zwar ausmacht, sehr gleichmaBig
ist, tritt sie aber bei der vorliegenden Herleitung nicht
direkt in Erscheinung.

Dass ausschlieBlich die Bahnfahrt der Erde um die
Sonne zu untersuchen ist, soll auch eine mechani-
sche Nachbildung der kosmischen Uhr zeigen.

2. Ein mechanisches Modell der kosmischen Uhr

Unsere mechanischen Uhren und Kalendarien sind
Nachbildungen der grossen kosmischen Uhr mit der
Sonne als Zeiger. Menschen der Moderne sind me-
chanische Uhren als "Zeitmacher" [3] inzwischen viel
vertrauter als die (scheinbaren) Bewegungen der

Sonne. Deshalb seien die kosmischen Verhaltnisse
einmal umgekehrt mit Hilfe einer solchen Uhr erkléart.

Eine derartige Uhr (Abb.1) hat zwei Antriebe, die
gemeinsam Uber ein Additionsgetriebe ("Differential”)
fur die Drehung des Stundenzeigers auf einem 24-
Stunden-Ziffernblatt ("Grosse" Uhr) sorgen. Der
schnellere der beiden ist annéhernd ein 24-Stunden-
Antrieb (Tagestrieb, rechts in der Abbildung). Er al-
lein dreht den Zeiger bereits an einem Sternentag
(ca.4min weniger als 24h) einmal herum Das ent-
spricht einer 360 >-Drehung der Erde um ihre Achse.
Der langsamere Antrieb erteilt dem Zeiger erst in
ca.365 Tagen (Jahrestrieb, links) eine ganze Dre-
hung analog der jahrlichen Bahnfahrt der Erde. Die-
se Drehung erfolgt zudem riickwarts. Zur Kompensa-
tion auf eine volle Zeigerdrehung vorwarts lauft der
Tagestrieb ca.1°pro Tag Uber 360° hinaus. Danach
ist der Sonnentag (24 Stunden) beendet.
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Abb.1 mechanisches Modell der kosmischen Uhr
(unten: Jahrestrieb, schematisch)

Die der Erd-Drehung Utberlagerte Umrundung der
Sonne durch die Erde macht das Ganze als moder-
nen "Zeitmacher" unbrauchbar. Der Jahrestrieb des
Modells beginnt mit einem Getriebe mit periodi-
schem Ubersetzungsfehler zur Nachbildung der Un-
rundheit der Erdbahn, dem ein weiteres solches Ge-
triebe nachgeschaltet ist, um die Schiefe der Ekliptik
zu erfassen. Da Tages- und Jahresantrieb vonein-
ander unabhangig sind, braucht nur letzterer einer
Fehlerbetrachtung unterzogen werden. Ergebnis ist
die Zeitgleichung. In Anhang 1 ist die Konstruktion
des Jahrestriebs von Abb.1 n&her erlutert. Die Rei-
henschaltung zweier Getriebe mit periodischem



Ubersetzungsfehler passt zur Zeitgleichung, die mit
zwei periodischen Ausdricken angenahert ist [2].

3. Vorgehen

Zum Verstandnis der Zusammenhange, die zur Zeit-
gleichung flhren, muss vom heliozentrischen Welt-
bild ausgegangen werden. Bei geozentrischer Be-
trachtung ist die erste Ursache, namlich die Bahn-
fahrt der Erde auf einer Ellipse nicht erkennbar und
quantitativ nicht beschreibbar. Mit Hilfe des

2. Keplerschen Gesetzes (gleiche Flachen in glei-
chen Zeitintervallen) ist die Zeitfunktion des Ortes
der Erde auf ihrer Bahn, die sogenannte wahre
Anomalie zu gewinnen. Letztere ist nach dem Wech-
sel zu geozentrischer Betrachtung auf einfache Wei-
se als ekliptikale Lange der Sonne in Abhangigkeit
von der Zeit zu deuten. Der Systemwechsel bedeutet
namlich, dass die Sonne an die Stelle der Erde tritt.

Bei der Beobachtung der ekliptikalen Bewegung der
Sonne von der Erde aus stért deren Drehung (Ta-
gestrieb). Man muss sich die Erde angehalten den-
ken oder sich gedanklich als Mitfahrer im drehenden
Koordinatensystem der Ekliptik empfinden.

Der ekliptikalen Lange der Sonne entspricht im
ebenfalls drehenden Koordinatensystem des Aqua-
tors ihre Rektaszension o(t), die die Wahre Sonnen-
oder Ortszeit reprasentiert. Sie ist der Subtrahend
in der Zeitgleichung, die wie folgt definiert ist:

(1) ZG(t) = (4 min/°) (om(t) - aft)) [min] [1].

Der Minuend ist au(t), die Rektaszension einer ge-
dachten, gleichmassig Ubers Jahr auf dem Aquator
umlaufenden Vergleichs-Sonne (sogenannte mittlere
Sonne mit mittlerer Rektaszension), die die Mittlere
Sonnen- oder Ortszeit représentiert. Bei einer Win-
kel-Differenz (ay - a) von 360 ° hatte die Zeitglei-
chung einen Wert von 24 Stunden. 1° entspricht so-
mit 4 Minuten.

Die Definition mit Ortszeiten ist ZG = WOZ — MOZ.
Die Vorzeichen-Umkehr gegentiber (1) (ay entspricht
der mittleren Ortszeit MOZ, a der wahren WOZ)
kommt von der unterschiedlichen Richtungswabhl fiir
Rektaszension a und Stundenwinkel T (MaB flr
Ortszeiten).

Die urspriingliche Definition enthielt die umgekehrte
Differenz und lautete ZG = MOZ — WOZ. Darin ist
die mittelalterliche Bedeutung vom heute noch ge-
brauchten Wortteil “-Gleichung” als “eine Korrektur
zufligen” zu erkennen. Man hatte der wahren Son-
nenzeit die Differenz zur mittleren Sonnenzeit hinzu-
zufligen, um zu letzterer zu gelangen:

MOZ = WOZ + ZG [7].

4. Heliozentrische Betrachtung (Abb.2)

Jahrestrieb der kosmischen Uhr ist vorerst die Erde.
Zuerst wird deren elliptische Bahnfahrt (erste Ursa-
che) verfolgt. Der Einfluss ihrer speziellen Achslage
(zweite Ursache) wird spater berlicksichtigt. Mittel-

punkt der Ellipse ist 0. In einem ihrer beiden Brenn-

punkte (B) befindet sich die Sonne. Perihel (P),
Aphel (A) und Frihlingspunkt (F) sind annahernd fi-
xe, besondere Bahnpunkte. X ist der Ort der Erde in
einem bestimmten Moment t, ausgedriickt durch den
Winkel wahre Anomalie V(t). Die mittlere Erde (Pen-
dant zur mittleren Sonne) befindet sich bei Y, was
mit der mittleren Anomalie M(t) angegeben ist.

Im Allgemeinen wird mit M(t) der gleichméassige Ab-
lauf der Zeit sichtbar gemacht. Y ist somit die Spit-
ze eines gleichmassig drehenden Zeigers ( Vek-
tors). Dieser dient sowohl fir den Orts- als auch fir
den Zeitvergleich mit dem mit der wahren Erde (X)
verbunden Vektor, der nicht gleichmassig dreht. Die
Drehung am Eingang des Jahrestriebs (Abb.1) ist
wie M(t) gleichmassig. Aus konstruktiven Griinden
(Anhang 1) ist die Winkelgeschwindigkeit der Ein-
gangs-Welle aber vorerst halbiert.

Beide Erden treffen sich auf ihrer gemeinsamen
elliptischen Bahn im Perihel (P) und im Aphel (A).
Die Passage von P ist als Beginn des
anomalistischen Jahres J,, definiert. Deshalb ist P
einer der Bezugspunkte in den folgenden
Betrachtungen. Kurz vor P (bei K, 1. Januar) beginnt
definitionsgeman das Kalenderjahr.

Die mittlere Anomalie M(t) ist definitionsgemass eine
lineare Funktion der Zeit t (Abb.2, links unten):

(2) M) = Mo + (360%Ja0) t.
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Abb.2 Erdbahn-Ellipse

Die Steigung ist 360 %J,,. Beim Perihel-Durchgang
ist M(t)=0 definiert. Weil aber bei der Zeitgleichung
(1) t=0 am 1.Januar, 12 Uhr gesetzt wird, ist M, (ne-
gativer Wert !) zu addieren. My ist die Winkeldiffe-
renz zwischen K und P. Diese Differenz ist eine Jah-
reskonstante, die sich vor allem innerhalb eines
Schaltjahr-Zyklus' &ndert. Die Veréanderlichkeit ist
aber nur von Bedeutung, wenn man die an sich "zeit-
lose" Zeitgleichung am Anfang eines spateren Jah-
res erneut startet.

Der Zusammenhang zwischen wahrer V(1) und mitt-
lerer M(t) Anomalie wird nach einem Zwischenschritt
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erkennbar, namlich nach der Einschaltung der
Kepler'schen Gleichung, der von Kepler selbst vor-
genommenen mathematischen Formulierung seines
2. Gesetzes:

(3) M(t) = E(t) — (180 “m)ex*sin E(t); (Anhang 2).

Dabei ist E ebenfalls eine Anomalie (mit der Zeit
veranderlicher Winkel), namlich die exzentrische.
Man beachte, dass diese von 0, dem Zentrum der
Ellipse aus gemessen, dennoch von Kepler exzentri-
sche Anomalie genannt wurde (Abb.2).

Gleichung (3) nach E(t) = f(M(1)) aufzulbsen, ist in
geschlossener Form nicht méglich. Es gelingt aber
z.B. mit Hilfe des bekannten Newton'schen Né&he-
rungsverfahrens, das jener flr diesen Zweck erfand,
und das zu einem wichtigen Verfahren der numeri-
schen Mathematik wurde.

V(t) = f(E(t)) ist dagegen ein einfacher geometrischer
Zusammenhang innerhalb der Ellipse, wobei vom
Mittel- (O) zum Brennpunkt (B) zurlick gekehrt wird:

(4) tan(V(t)/2) = x tan(E(t)/2); (Anhang 3).

Kk ist eine Ellipsen-Konstante, ausgedriickt mit der
relativen (numerischen) Exzentrizitat e der Ellipse:

k= ((1+e)/(1-e))"?

Der Graph V(t) deckt sich erwartungsgemass nicht
mit M(t) (Abb.2, links unten).

Die erste Ursache der Zeitgleichung ist nunmehr er-
fasst.

5. Ubergang zum geozentrischen Weltbild (Abb.3)

Abb.3 zeigt, was jeweils ein Sonnen- und ein Erdbe-
wohner sehen kann. Die Beobachtungen beginnen
beim Periheldurchgang der Erde. Von der Sonne aus
sieht man die Erden nach links laufen, den Friih-
lingspunkt (F) passieren und die Orte Y und X zum
Zeitpunkt t erreichen. Der bis X Uberstrichene Winkel
ist V=A-L.(Abb.2, L hat negativen Wert !). Der
Erdenbewohner sieht (bei angehalten gedachter
Erddrehung) die gleiche Bewegung, nur sind ihr die
wahre und die mittlere Sonne S' unterworfen. Diese
laufen ebenfalls nach links Uber F hinaus bis zu den
Punkten S'und S, die sie im Zeitpunkt t einnehmen.
Die Winkelvergrésserung bis S ist wieder A - L. An-
statt den Ort der wahren Erde mit V(t) auf das Peri-
hel (P) zu beziehen, erfolgt der Bezug aus prakti-
schen Grunden neu auf den Frihlingspunkt (F), was
geozentrisch gesehen zur eklipikalen LAnge A der
wahren Sonne flhrt:

(5) A(t) = V(1) + L(t)

Abb.3 Erdbahn-Ellipse und Sonnenbahn-Ekliptik

Die Drehung V(t) bzw. A(t) wird vom kleineren Zahn-
rad des Jahrestriebs (Abb.1) (angenéhert) nachge-
bildet.

V(t) kommt aus Gleichung (4). L(t) ist die ekliptikale
Lange des Perihels, die sich schwach auch wahrend
des Jahres veréndert. Das Perihel nahert sich dem
Frahlingspunkt mit

(6) L(t) = Lo+ (pfidy) t.

Das Zusammenriicken betragt ca. 0,017 %/J;,.. Es wird
von der Prazession der Erdachse und der Drehung
der Apsidenlinie der Erdbahn verursacht. Deshalb ist
das tropische Jahr J;; etwas kirzer als das anomalis-
tische Jan. Beide Jahrlangen sind in der Konstante pf
wie folgt enthalten: pf = 360°(1 - Jy/Jan)-

In Abb.3 ist die Sonnenbahn ausdriicklich als Kreis

gezeichnet. Es handelt sich um die Ekliptik (s. auch
Abb.4). Die drehenden Vektoren haben ihre Spitzen
jetzt bei Sund S'.

6. Geozentrische Betrachtung, Zeitgleichung (Abb.4)

Der "Ablauf" der Tageszeit wird hauptséchlich durch
die Eigendrehung der Erde (Tagestrieb) verursacht,
die auf dem Himmels-Aquator messbar ist, weshalb
auch in der Zeitgleichung Bahnstiicke des Himmels-
Aquators zu verrechnen sind (zweite Ursache der

Zeitgleichung).
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Abb.4 Ekliptik und Himmels-Aquator

Die wahre Sonne wird von der Ekliptik auf den Aqua-

tor "herunter geholt", aus ihrer ekliptikalen Lange A
wird ihre Rektaszension o bestimmt. Der wahre Vek-
tor hangt weiterhin an der wahren Sonne, dreht aber
jetzt in der Aquatorebene und zeigt zu S;. Seiner
ungleichmassigen Drehung entspricht schliesslich
(angenahert) die Drehung der Ausgangs-Welle im
Jahrestrieb (Abb.1). Beigesellt ist in Abb.4 der Ver-
gleichsvektor, der zu einer weiteren, einer zweiten
mittleren Sonne, dem fiktiven Punkt S" zeigt.

Die Umrechnung zwischen ekliptikalen und &quatori-
alen Koordinaten ist z.B. mit den bekannten Trans-
formations-Gleichungen oder mit folgender einfa-
chen Beziehung im rechtwinkligen sphérischen Drei-
eck Sonne|S;|F mdglich:

(7) aft) = arctan (tan A(t)-cos €) .

Gleichung (7) liefert den Subtrahend von (1).

Der Minuend ay(t) ist die Rektaszension der Be-

zugs-Sonne S", die auf dem Aquator gleichmassig
umlauft und sich immer im Friihlingspunkt mit der
Bezugssonne S' treffen soll:

(8) om(t) = 0o + (360%Jyr) t .

Die Konstante qq ist der Bogen, den der Vergleichs-
vektor zu S" zwischen t=0 und dem Eintreffen am
Frahlingspunkt zuriick legt. Die Drehung des Vektors
zu S' reprasentiert ebenfalls den gleichméssigen Ab-
lauf der Zeit und legt folglich zwischen t=0 und dem
Eintreffen am Frihlingspunkt den gleich groBen Bo-
gen zurlck, der flr a, in Gleichung (8) eingesetzt
werden kann: Fir den Bogen von S' zwischen K
(t=0) und F (Frihlingspunkt) Iasst sich aus Abb.3 die
Summe My+L ablesen. Darin ist L=L, die ekliptikale
Lange des Perihels im Moment t=0 (Gleichung (6)).
Also ist ag = Mg + Lo und aus (8) wird:

(9) omft) = Mo+ Lo+ (360%J;) t

mit aw(t=0) = oy = Mg + Lo . Zur Erinnerung: M, und
L, haben negative Werte.

Die zweite Ursache der Zeitgleichung ist jetzt auch
erfasst. Nachdem die Gleichungen (7) und (9) in
Gleichung (1) eingesetzt worden sind, ist die Zeit-
gleichung in der gewtinschten Strenge gefunden.

Die Einfihrung der fiktiven Sonne S" war aus an-
schaulichen Griinden nétig, um Bahnstiicke auf dem
Himmels-Aquator gegeneinander verrechnen zu
kénnen, wie oben (Anfang des Abschnitts) gefordert
wurde. Es zeigt sich aber, dass die Rechnung formal
auch richtig ist, wenn man die Bewegung der fiktiven
Sonne S' zum Vergleich heran zieht. Beide Sonnen
passieren geman Vorgabe den Frihlingspunkt
gleichzeitig, und als Repréasentanten des gleichma-
Bigen Ablaufs der Zeit sind ihre Bewegungsge-
schwindigkeiten grundsatzlich gleich groB. Es spielt
wertmaBig keine Rolle, dass beide Sonnen auf un-
terschiedlichen Bahnen (S’ auf der Ekliptik, S" auf
dem Aquator) laufen und ihre momentanen Winkel
verschiedene Namen (ekliptikale Lange fiir S', Rek-
taszension fir S") haben. Im . Im Anhang 4 werden
bisher verwendete Gleichungen zur Kontrolle dies-
bezliglich gegentiber gestellt und die Aussage
kontrolliert, dass die Rektaszension der mittleren
Sonne S" zu jeder Zeit gleich der ekliptikalen Lange
der mittleren Sonne S' ist [1].

Diese formale Gleichheit scheint Ursache dafur zu
sein, dass die Rolle der mittleren Sonne bezie-
hungsweise der mittleren Sonnen in der Literatur
nicht einheitlich und deutlich beschrieben ist. Es gibt
zum Beispiel die anschauliche Definition:

"Die Differenz mittlere Sonnenzeit minus wahre
Sonnenzeit oder Rektaszension der wahren Sonne
minus Rektaszension der mittleren Sonne heisst
Zeitgleichung ... ." [4]. Die 0.g. Aussage [1] spricht im
Original auch von einer mittleren Sonne auf dem
Aquator, nennt die auf der Ekliptik bewegte mittlere
Sonne, von der die verwendete Bewegungsglei-
chung (mit ekliptikaler Ladnge) stammt, aber nur ei-
nen (fiktiven) Punkt.

7. Die Zeitgleichung Uber ein Jahr und mehr

Die Graphen von Minuend und Subtrahend der Zeit-
gleichung sind wie die beiden Linien in Abb.2 (links
unten) stetig ansteigend, was auf den ersten Blick
nicht auf eine Jahres-Periodizitat hinweist. In der
Gleichung ist t in Tagen einzusetzen. Sie beginnt im
Zeitpunkt t=0 am 1.Januar 12" mittags in dem Jahr,
dessen Jahres-Konstanten Mg und Ly in ihr enthalten
sind, und kann viele Jahre lang benutzt werden. Der
Zeitpunkt t=364 (365 in einem Schaltjahr) ist der Mit-
tag des 31.Dezember im ersten Jahr, t=365 (366) ist
der 1.Januar des nachsten Jahres usw. Man kann
die Gleichung fur jeden t-Wert, also Uber Jahre hin-
weg benutzen. Die in den Abbildungen 5 und 6 in
N&herung erkennbare Periodizitat ist aber streng
weder ans tropische Jahr J;, noch ans anomalisti-
sche Ja, gebunden. Wegen der Annaherung zwi-
schen Friihlingspunkt und Perihel andert sich die
Kurvenform auch langfristig. Innerhalb einer Schalt-
jahrperiode sind die Werte von Kalenderjahr zu Ka-
lenderjahr auf der Zeitachse 3 mal ca.1/4Tag vor-,



am Ende ca.3/4Tag zurlick verschoben, was in der
Jahreskonstante M, steckt. Im f(inften Jahr ist die
Kurve der vom ersten Jahr sehr dhnlich.
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Abb.5 Zeitgleichung als Graph

Far wissenschaftlich/technische Anwendungen der
Zeitgleichung, wozu ihr Gebrauch bei der Sonnenuhr
nicht zahlt, wird sie noch genauer als hier beschrie-
ben berechnet. Die erste héheren Stufe ist die
Ermittlung einer neuen Gleichung ab 1.Januar des
nachsten Jahres mit Hilfe anderer Jahres-
Konstanten My und Ly und sich sehr langsam &n-
dernden Werten fir Jahreslangen Jy und Jg, , relati-
ve (numerische) Exzentrizitat e der Erde und Schiefe
der Ekliptik € [1]. Dabei kénnen die auf astronomi-
schen Messungen beruhenden Prognosen in der
Zwischenzeit verbessert worden sein (gilt auch flr
Mo und Lo)

A

Abb.6 Sonnenuhr in Chur/CH
Zeitgleichung Uber 12 Monate und mit umgekehrten
Vorzeichen gegeniiber Abb.5 (alte Definition: s. 3.)
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8. Vergleich mit vereinfachenden Betrachtungen

1. Ursache (elliptische Erdbahn):

Die ungleiche Bahngeschwindigkeit der Erde, be-
schrieben mit dem zweiten Kepler'schen Gesetz wird
mit der Kepler'schen Gleichung (3) berlicksichtigt,
die in die Gleichung (4) fir die wahre Anomalie der
Erde eingeht. Die Zeitgleichung hétte folgende Ges-
talt, wenn die Sonne auf dem Himmels-Aquator um-
liefe, nur die elliptische Form der tats&chlichen Erd-
bahn zu berticksichtigen wére.

ZG(t) = (4 min/9) (M(H)=V(1)) (Abb.7).

Dieser mit dem anomalistischem Jahr periodische
Ausdruck hat seine Nullstellen in Perihel (P) und
Aphel (A). Er dhnelt z.B. ZG1 in [2]. Die Amplitude ist
hier 7,6
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Abb.7 Zeitgleichung, getrennt in 2 Teil-Graphen
2. Ursache (Neigung der Erdachse):

Aus der wahren Anomalie der Erde wird mit Glei-
chung (5) die zugehdrende ekliptikale Lange der
wahren Sonne bestimmt. Die Bewertung des Ortes
der wahren Sonne hat aber in Bezug auf den Him-
melsaquator zu geschehen (Abschnitt 6, 1.Absatz).
Mit Gleichung (7) wird die wahre Sonne auf den
Aquator "herunter geholt", indem ihre Rektaszension
bestimmt wird. Die Zeitgleichung hétte folgende
Form, wenn die Erdbahn ein Kreis ware, nur die Nei-
aung der Erdachse beriicksichtigt werden misste.

ZG(t) = (4 min/°) (om()—os(t)) (Abb.7).

og(t) ist die Rektaszension der ersten mittleren Son-
ne S'. Sie wird durch Einsetzen von M(t) an Stelle
von V(t) in Gleichung (5) (mit L(t)=L,) und Weiter-
rechnen mit Gleichung (7) ermittelt.

Der mit dem halben tropischen Jahr periodische
Ausdruck ZG; hat seine Nullstellen ann&hernd in den
Solstitien (W und S) und in den Aquinoktien (F und
H). Er ahnelt z.B. ZG2 in [2]. Seine Amplitude ist hier
9,86min, dort 9,83min.

Analog dem Vorgehen in [2] lassen sich auch die
beiden Graphen aus Abb.7 addieren, um in Nahe-
rung (Anhang 5) den Graphen von Abb.5 zu finden.
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10. Anhénge
Anhang 1: Oszillierender Jahrestrieb (Abb.1)

Konstruktionsvorschlag, von einem gleichférmigen
Antrieb (Motor) ausgehend:

Motor (1U / 730,5Tage = 2 U / Jahr) — Kreuzgelenk
Ki ("Kardangelenk", Knickung der Achsen k4=0,775°)
— Rédergetriebe (Ubersetzung 2:1 ins Schnelle

— 1U / Jahr)) — Kreuzgelenk K (Knickung
Ko=1,242°) — [Additionsgetriebe]

Der durch Achs-Knickung entstehende periodische
Ubersetzungsfehler hat gegentber der Achsendre-
hung doppelte Frequenz. Weil die Folge aus der
1.Ursache in der Zeitgleichung einfache Jahres-
Frequenz hat, wird mit halber Antriebsdrehzahl be-
gonnen und nach dem 1.Kreuzgeklenk eine 2:1-
Ubersetzung (ins Schnelle) eingeschoben. Die Folge
aus der 2.Ursache hat doppelte Jahresfrequenz, wo-
zu die Fehlerfrequenz des folgenden
2.Kreuzgelenkes jetzt passend ist. Die Knickung ist
bei beiden Gelenken gleichsinnig, wodurch sich die
Fehler addieren. Wegen der Zeitdifferenz zwischen
Perihel- und Wintersolstitium-Durchgang der Erde
befinden sich aber die beiden Gelenk-Knicke nicht
genau in derselben Ebene. Die Knickwinkel sind
sehr klein, die Prazision der Fertigung muss ent-
sprechend hoch sein [5].

Abb.8 Ellipsen-Beziehungen

Anhang 2: Keplersche Gleichung (Abb.8)

Die Keplersche Gleichung (3) verkniipft die beiden
Anomalien E und M miteinander, zeigt also die Ab-
weichung zwischen dem gleichmassig drehenden
Vektor Z' und dem zusatzlich oszillierendem Vektor
Z an. Abb.8 enthalt die Situation zu einem etwas fri-
heren Zeitpunkt t und auf einer etwas flacheren EI-
lipse als Abb.2. Der Umkreis hat Einheits-Radius
(r=1). Weil die mittlere Anomalie jetzt Bezugsgrésse
zur exzentrischen ist, hat der Bezugszeiger seinen
Drehpunkt auch in O. Die mittlere Anomalie wird hier
m(t) genannt, denn sie beginnt mit t=0 im Unter-
schied zu M(t) bequemerweise im Perihel [6, Ziffer
486, b]. Das aussere Ende des Vektors m ist der fik-
tive Punkt Z'. Die Gleichung (3) ist wie folgt zu fin-
den:

Bei der Bewegung der Erde von P nach X Uber-
streicht der in B entspringende Fahrstrahl die Flache
XBP. lhr entspricht auf dem Umkreis die Flache
ZBP, die mit der exzentrischen Anomalie E (ein Win-
kel) und der numerischen Exzentrizitat e (eine Stre-
Cke) ausdrickbar ist: FZBP = onp _FZOB-

Fzop ist der Kreissektor (n/360°)E,
Fzos die Dreiecksflache (e/2)sinE.
Fzgp = (1/360°)E—(e/2)sinE.

GemalB zweitem Kepler'schem Gesetz sind die Ver-
héltnisse zwischen Uberfahrenen Flachen und zwi-
schen den dazu benétigten Zeiten gleich.

Das steht in der Mitte des folgenden vierteiligen
Ausdrucks:

FXBP/FEIIipse = t/Jan =m/360°.

Der linke Teil enthalt die Gleichheit entsprechender
Flachenverhéltnisse bei Ellipse und Umkreis, der
rechte Teil die Gleichheit von Zeit- und Winkelver-
héltnis (oder: m als lineare Funktion der Zeit). Die
Auswertung von erstem und letztem Bruch ergibt mit
obigem Fzgp und Fyis=n unter Berlicksichtigung der
Zeitabhangigkeit:

m(t) = E(t) - (180%m)exsin E(t).

Wird t=0 am Anfang des Kalenderjahres angenom-
men, so wird M(t) aus m(t). Die Zeitverschiebung ist
in M(t) mit M, berlcksichtigt.

Fzep/Frreis =

Die Kepler'sche Gleichung lautet somit
(3) M(t) = E(t) — (180%¥m)e+sin E(t), ged.
Anhang 3: Von Anomalie E zu Anomalie V (Abb.8)

Die Polargleichung einer Ellipse mit Einheits-
Umkreis, mit B als Pol, BP als Polarachse und V als
Parameter lautet bekanntlich:

(10) r = (1-€%)/(1+excosV).

Die Strecke OB ist bei dieser Ellipse mit der relativen
(numerischen) Exzentrizitat identisch.

In anderer Schreibweise lautet die Polargleichung:



(11) r(1+excosV) = (1—€?).

Weiter mit einer Fleissarbeit in mehreren Schritten:
Dreieck ONZ: e + n = cosE,

Dreieck BNX:  n = r«cosV, Eliminieren von n:
(12) rxcosV = (cosE—e),

(12) in (11)—>(13) r = (1-e*cosE),

(13)+(12) —(14) r(1+cosV) = (1—e)(1+cosE),
(13)-(12) —(15) r(1—cosV) = (1+e)(1—cosE),
(14)/(15)  —(16)

(1+cosV)/(1—cosV) = (1—e)(1+cosE)/((1+e)(1—cosE)).
Mit (2 Identitaten, s. in einer Formelsammlung)
1+cosa = 2cos’(a2) und 1-cosa = 2sin*(0/2) zu
sin®(V/2)/cos?(V/2) = (1+e)/(1-e)sin®(E/2)/cos?(E/2),
(17) tan(V/2) = ((1+e)/(1—€))"?tan(E/2).

Unter Berlicksichtigung der Zeitabhangigkeit und mit
k flr den Wurzelausdruck ist das Gleichung

(4) tan(V(t)/2) = x tan(E(1)/2), ged.

Anhang 4: ekliptikale LaAnge der mittleren Sonne S'
gleich Rektaszension der mittleren Sonne S"

Die Verwendung von S' als Vergleichszeiger erinnert
an die heliozentrische Wirklichkeit. S' reprasentiert
Y, die fiktive Erde, deren ekliptikale Lange aus Abb.2
ablesbar ist:

(18) A(t)=L(t)+M(t).

Die vorhergesagte Gleichheit von (18) und (9) wird
von nachfolgender Kontrolle bestatigt:

Mit den Gleichungen (6) und (2) wird Gleichung (18)
zu (18a):

(18a) A(t) = Lo + (pfidy)t + Mg + (360%Jan) t.

Mit pf = 360°(1 - Jy/Jqn) (8.5.) entsteht Gleichung
(18b), die mit Gleichung (9) identisch ist:

(18b) A(t) = Lo + Mg + (360 %Jy) t, ged..

Anstatt (9) kann (18) als Minuend in Gleichung (1)
verwendet werden, denn die ekliptikale Lange der
mittleren Sonne S' ist zu jeder Zeit gleich der Rek-
taszension der mittleren Sonne S".

Anhang 5: ZG+ZG,, Lange der Jahreszeiten

Die Summanten ZG1 und ZG2 in [2] sind als einfa-
che sin-Funktionen Naherungen, wahrend ZG(t)
und ZGo(t) (s.Abb.7) mit den genannten Annahmen
exakt berechnet sind. Die Summe letzterer ist den-
noch nur eine Naherung an die Zeitgleichung (aber
besser als in [2]), vor allem weil in ZGy(t) die Abhéan-
gigkeit der Jahreszeit-Langen von der elliptischen
Form der Erdbahn und der Differenz zwischen Peri-
hel und Wintersonnenwende nicht berlcksichtigt ist.
Alle vier Jahreszeiten sind verschieden lang, was
folgende Rechnung zeigt:

Setzt man in Gleichung (7) die a-Werte 0; (n/2); &t
(3n/2) und 27 ein und rechnet zuriick, so findet man
fur t die Werte 78,8; 171,6; 265,2; 355 und 444 (Jahr
2008/09). Das ergibt flrr die Jahreszeiten folgende
Langen:

92,8 Frihlings-,
93,6 Sommer-,
89,8 Herbst- und
89,0 Winter-Tage
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