Berechnung der ebenen Sonnenuhr mit ebener und

spharischer Trigonometrie
(DGC-Mitteilungen Nr.106, 2006)

Bemerkung von heute (2007/08):

Die folgende Arbeit aus dem Jahre 2006 war wegen der in ihr enthaltenen Auseinandersetzung mit
zwei einschlagigen Artikeln [1 und 1a] urspriinglich auch ein gedruckter "Leserbrief". Ich habe die-
sen Aspekt jetzt weggelassen und einen eigenstandigen Artikel formuliert. Die damals Gbernomme-
nen Namen und Formelzeichen habe ich aber beibehalten. Umgekehrt méchte ich auf einen "Leser-

brief" zu meinem damaligen Artikel hinweisen:

R.Wieland, " Notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Winkel der Stundenhalbgeraden auf
einer beliebig orientierten ebenen Sonnenuhr" (DGC-Mitteilungen Nr.108, 2006).

Mehrdeutigkeiten mathematischer Losungen, die ich mir erlaubte, weil technisch belanglos, werden
in der Mathematik nicht toleriert. Diese Haltung wird verstandlich bei Beachtung der Tatsache, dass
die Sonnenuhr haufig als Ubungsobjekt fir Mathematik dient, was mir seit Beginn meines Interesses

an Sonnenuhren auffallt [4].

Inhalt

1. Einleitung

2. Vorgehen

3. Mit sphérischer Trigonometrie gefundene
Gleichungen fiir das allgemein positionierte
Zifferblatt

4. Reduktion der allgemeinen Gleichungen fir
Zifferblatter in Sonderlagen

5. Mit ebener Trigonometrie gefundene Glei-
chungen

6 . Paar-Bildung aus haufig getrennt behandel-
ten Sonnenuhren: Streiflicht

7. Schlussbemerkung

8. Literatur

1. Einleitung

Die Berechnung der klassischen ebenen Son-
nenuhren gelingt meistens schon mit Hilfe der
ebenen Trigonometrie, wie z.B. die der Stduhr.
Im allgemeinen Falle ist die Wand aber nicht
genau nach Siden ausgerichtet (Drehung), und
wenn noch eine (allerdings seltenere) Kippung
zu bericksichtigen ist, wird vorteilhaft auf die
sphéarische Trigonometrie Ubergegangen, wenn
man bei der trigonometrischen Mathematik blei-
ben will.

Ich behalte die Sonnenuhr im Vordergrund, und
kann deshalb allfallige aus Formeln stammende
Unsicherheiten (Mehrdeutigkeiten) vermeiden.
Zudem zeige ich, dass die ebene Trigonometrie
zur Beschreibung der meisten Sonnenuhren
gentigt. Bei Anwendung der sphéarischen Trigo-
nometrie zur Herleitung der letztlich zur Be-
schreibung nétigen End-Gleichungen, die auf
dem Modell aus sphéarischen Grosskreisen be-
ruhen, kann ich mich durch konsequente Nut-

zung der bereits zur Verfligung stehenden Be-
ziehungen relativ kurz fassen.

2. Vorgehen

Ich beginne mit der Berechnung des allgemein
positionierten Zifferblattes (Abb.1) unter An-
wendung sphérischer Geometrie. Die gesuch-
ten Gleichungen lassen sich vorteilhaft mit Hilfe
eines Modells (Abb.2) finden, das aus Gross-
kreisen besteht, die sich auf einer das Zifferblatt
umhullenden Himmelskugel befindenden. Mit-
telpunkt der Kugel ist der Fusspunkt F des Pol-
stabes.

Abb.1 allgemein positionierte ebene Sonnenuhr

mit Polstab
d = Drehung (Deklination), i = Kippung (Inklination)



Wird der Polstab kurz gehalten, so kann aus
der Lage des Schattens seiner Spitze das Da-
tum angezeigt werden. Die Polstab-Uhr wird auf
diese Weise zu einer Gnomonischen Sonnen-
uhr (Kennzeichen: Punkt-Anzeige) erweitert.

Als ausgereiftes mathematisches Instrument
liefert die sphéarische Trigonometrie fir fast je-
des im sphérischen Dreieck zu bestimmende
Stick eine eigene und relativ kurze Beziehung
[5]. Ihre Verwendung macht die Herleitungen
der wenigen wichtigen Gleichungen weitestge-
hend GberflUssig.

Diese allgemein glltigen Gleichungen reduziere
ich auf die der drei klassischen Sonnenuhren
Aquatorial-, Horizontal- und Vertikal- (inkl.
Wandabweichung) Uhr, um das Naheliegende
zu machen, nédmlich zu kontrollieren, ob die
Resultate mit den géangigen Formeln, die ich
beispielsweise Zenkerts Sonnenuhrenbuch [2]
entnehme, Ubereinstimmen.

Danach zeige ich, dass die klassischen Son-
nenuhren, sogar die Wanduhr mit Abweichung,
bei ertraglichem Aufwand noch mit ebener Tri-
gonometrie beschreibbar sind.

Bei Streiflicht erfolgt der Ubergang der Anzeige
zwischen Sid- und Norduhr und &hnlichen Paa-
ren. Fir diesen Moment gebe ich eine Glei-
chung an, wodurch auf die getrennte Behand-
lung der ,zwei Seiten der ein- und derselben
Medaille” verzichtbar ist, und sich die Berech-
nungs-Arbeit verringert.

Zum Schluss erwahne ich die Problematik der
Anschaulichkeit, wenn mit nur einem Formel-
satz die grosse Vielfalt unter den Sonnenuhren
behandelt wird.

3. Mit sphérischer Trigonometrie gefundene
Gleichungen fiir das allgemein positionierte
Zifferblatt

Die 4 Grosskreise im Modell von Abb.2 sind die
des Zifferblattes (Punkte S, R und Q), des Me-
ridians (P=Himmels-Pol, Z=Zenit und Q), der
Sonnen-Stundenebene (P und S) und der Kip-
pung des Zifferblattes (Z und R).

Dreieck ZRQ enthélt (i-90°) anstatt i, um mit der
Arbeit [1] vergleichbar zu bleiben. Damit stellt
das Zifferblatt der Horizontaluhr die Nulllage
dar, nicht das an sich passendere der Vertikal-
uhr (enthélt den Punkt Z). Der Weg zum allge-
mein positionierten Zifferblatt beginnt beim ver-
tikalen Zifferblatt, das zuerst gedreht (Winkel d)
und dann gekippt (Winkel i bzw. i-90°) wird und
ist in Abb.1 dargestellt.

Nach erfolgter Wahl oder Ermittlung der Dre-
hung (Deklination d) und der Kippung (Inklinati-
on i) ist das Zifferblatt ,fix". Es ist zweckmassig,
diese konstanten Winkel nicht in die Endglei-
chungen aufzunehmen. Die Gleichungen wer-
den erheblich kiirzer, wenn sie statt dessen die
Substitute z;,, w und s enthalten, die mit Hilfe
des rechtwinkligen Dreiecks ZQR ein fir alle
mal vorausberechnet werden.

Abb.2 zwei sphérische Dreiecke auf einer
Himmelskugel

Die Substitutionsgleichungen lauten wie folgt:
(1) tanzgqy = tandsin(i-90°),

(2) cosw = sindcos(i-90°),

(3) tamy = tan(i-90°) / cosd.

Es handelt sich um jeweils eine von 10 mogli-
chen direkt zum Ziele fihrenden Grundglei-
chungen im rechtwinkligen sphérischen Drei-
eck.

Far die Zifferblatt-Skalierung der Polstabuhr
wird der Zifferblatt-Stundenwinkel z (nicht mit
dem Stundenwinkel T der Sonne zu verwech-
seln) bendtigt. Er ist im allgemeinen sphéri-
schen Dreieck PSQ mit Hilfe des Cotangens-
Satzes ablesbar. Mit den weiteren Substitutio-
nen z+zg =Z und Y=y+(90°¢) lasst sich seine
Gleichung wie folgt angeben:

(4) tanZ = sin¥ / (cotrsine + cosmcosV).

Fur die Gnomonische Sonnenuhr, die mit einem
Schatten-Punkt neben der Tagesstunde auch
das Datum anzeigt, sind Datumslinien zu ermit-
teln. Ist der Schatten-werfende Punkt die Spitze
des Polstabes, so berechnet man zunéchst den
sogenannten Schattenwinkel e (nicht mit e =
Schrage der Erdachse zu verwechseln). Dabei
handelt es sich um den Raumwinkel zwischen



der Schattenlinie des Polstabes auf dem Ziffer-
blatt und ihm selbst (s.Abb.3). Er ist nur Funkti-
on der Substitute und des Stundenwinkels T,
nicht der Deklination d. Eine andere der sechs
Gleichungen des Cotangens-Satzes driickt
auch hier das Gesuchte aus:

(5) tane = sinV / (sintcot o + costcosV).

Mit dem Seiten-Cosinus-Satz findet man zu:
(5a) cose = cosVcosZ + sinVsinZcosw.

Mit dem Schattenwinkel € findet man die Lange
des Polstab-Schattens im ebenen Dreieck zwi-
schen F (Fusspunkt des Stabes), E (Stabspitze)
und E' (Schatten-Punkt der Stabspitze)

(6) I'=1cosd/ cos(d+¢).

Jeder Punkt E' einer Datumslinie ist mit dem
Stundenlinien-Winkel z und der Schattenlange I
bestimmt. Fir einen Tag (ein Datum) wird die
Sonnendeklination & als konstant angenom-
men. Tagesvariable ist der

Stundenwinkel 7 (I' = f ( e=f(T) ).

(6) ist Gbrigens eine mit ebener Trigonometrie
(Sinus-Satz) formulierte Gleichung.

Sonne

Abb.3 Schatten-Dreieck

4. Reduktion der allgemeinen Gleichungen
far Zifferblatter in Sonderlagen

Die Anwendung der Gleichungen (4) und (5) auf
die Zifferblatter in Sonderlage flhrt nicht nur auf
die ,niedere” Stufe ebene Trigonometrie zurlick,
sondern sie erlaubt auch die Kontrolle der Glei-
chungen, da sich die Reduktionen mit den flr
die Sonderfélle bekannten, z.B. in [2] angefiihr-
ten Formeln decken missen.

4.1 Aquatoriale Sonnenuhr

Sie ist Nord/Siid-orientiert, also nicht gedreht
(d=0), aber gekippt. Es gibt zwei Zifferblatter
(das obere fiir das Sommerhalbjahr, das untere
fir den Winter), folglich existieren auch zwei
Neigungswinkel.

unteres Zifferblatt: i=(90 °+¢) bzw. (i-90°)=¢ .
(1) bis (3) fihren zu z;,=0, ®¥=90°, y=¢ und
W=90" ( W=y+(90%¢)).

Wegen z;,=0 ist Z=z,und Gleichung (4) lautet:
tanz = 1/cotr = tanr .

Folglich ist z = .

oberes Zifferblatt: i=-(90*-¢) bzw.
(i-90°)=-(180-0).

(1) bis (3) fuhren zu z;,=0, ©=90°,
aber zu {=-180°¢ und ¥=-90°.
Gleichung (4) lautet jetzt:

tanz = -1/cotr = -tan.

Folglich ist z = -1.

Kontrolle: Der Drehsinn auf Ober- und Untersei-
te ist umgekehrt, was der Beobachtung ent-
spricht. In [2] auf Seite 49 steht: z = 7. Fir oben
und unten wird kein Unterschied gemacht, der
Leser weiss, in welcher Richtung er vorwarts zu
sklalieren hat.

Reduktion der Gleichung (5) des Schattenli-
nienwinkels flihrt in beiden Fallen zum selben
Ergebnis:

tane = 1/0 = oder e = 90°.

Kontrolle: Der Polstab steht senkrecht auf dem
aquatorialen Zifferblatt, wie bekannt.

4.2 Horizontale Sonnenuhr

Fir die Drehung ist fraglos d=0 zu setzen (Dre-
hung um die Normale ist nicht relevant). Die
Inklination ist (s.Abschnitt 3, 2.Absatz): i=0 bzw.
(i-90°)=-90°.

(1) bis (3) liefern: z;,=0, ®=90°, $=-90° und V=-
¢ (V=4+(90-9)).

Wegen z;,=0 ist auch hier Z=z, und Gleichung
(4) lautet:

tanz = sin(-¢)/cotr oder tan z = -singtans.
Kontrolle: Der Drehsinn ist der des Uhrzeigers
(wie oben auf der aquatorialen Sonnenuhr),
also entsprechend der Beobachtung mathema-
tisch negativ. In [2] auf Seite 49 fehlt das Mi-
nuszeichen, wie schon gewohnt.

Fir den Schattenlinienwinkel ergibt sich mit (5)
folgendes:

tane = sin(180°-¢)/costcos(180 °-¢)

oder tane = -tang/cosr.

Kontrolle: Fir 7=0 ist g=e=-¢. Der Polstab
schneidet das Zifferblatt im Winkel ¢, wie be-
kannt. Das Minuszeichen kann in der Praxis
ignoriert werden.

Mit (5a) ist der Schattenlinienwinkel:

COSe = -COSQCOSZ .

Kontrolle: In [2] auf Seite 115 fehlt wieder nur
das Minuszeichen.



4.3 Vertikale Sonnenuhr
4.3.1 Stiduhr

Die vertikale Stduhr ist dem Namen nach we-
der gedreht (d=0) noch geneigt, d.h. (i-90°)=0.
Umgekehrt: Man stellt sich die Entstehung einer
Uhr in allgemeiner Lage durch Drehen und Kip-
pen der Stduhr vor (s.Abb.1).

Aus (1) bis (3) folgt:

Zix=0, ®=90°, y=0 und ¥=90°¢ (W¥=1y+(90°-¢)).
Wegen z;,=0 ist wieder Z=z, und Gleichung (4)
lautet:

tanz = sin(90°)/cotr oder tanz = cosgtans.
Kontrolle: identisches Ergebnis in [2], Seite 54.

Fir den Schattenlinienwinkel folgt aus (5) die
folgende Vereinfachung:

tane = sin(90°-¢)/(cos Tcos(90°-¢))
=tan(90°-¢)/cost

oder tan e = cotgp/cosr.

Kontrolle: Fir =0 ist tane=cote bzw. e=(90°-¢).
Der Polstab schneidet das Zifferblatt im Winkel
(90°-¢), wie bekannt.

Schattenlinienwinkel nach (5a):
cose = Singpcosz .
Kontrolle: identisches Ergebnis in [2], Seite 115.

4.3 Vertikale Sonnenuhr
4.3.2 Vertikale Sonnenuhr mit Wandabwei-

chung d

Wandabweichung oder kurz Abweichung ist ein
weiterer Begriff flir die Eigenschaft Drehung.
Die gedrehte Wanduhr ist die haufigste Son-
nenuhr, denn die Gratis-Zifferblattebene Haus-
wand ist meistens nicht genau Sid-orientiert, in
der Regel aber vertikal ((i-90°)=0).

(1) bis (3) ergeben: z;,=0, w=(90°-d), =0 und
T=90°%¢ (I=y+(90°¢)).

Wegen z;,=0 ist wie bisher Z=z , und Gleichung
(4) lautet:

tanz = sin(90%¢) /
(cotrsin(90°-d) + cos(90°-d)cos(90°-¢))
oder tanz = cose / (cot rcos d + sindsine).

Kontrolle: In [2] steht auf Seite 62:

tanz = cose / (+ cotrcosd + sindsine) .

Weil der Autor bei den Winkeln z und 1 nicht
mittels Vorzeichen zwischen Ost und West
(Vormittag und Nachmittag ) unterscheidet,
dem Leser aber eine Hilfe fir richtiges Deuten
der jetzt unsymmetrischen Verhéltnisse geben
will, setzt er im Nenner das = mit Hinweis, dass
mit +cotrcosd die Stundenlinien auf der ihm
bekannten Substilarseite entstehen (und umge-
kehrt) .

Fir den Schattenlinienwinkel wird (5) wie fol-
gend einfacher:

tane = sin(90°-¢) / (sintcot (90°-d) +
costcos(90°-¢))

oder tane = cose / (sinttand + costsing ) .
Kontrolle: keine Literaturangabe vorhanden.

Aus (5a) heisst es flir den Schattenlinienwinkel:
c0Se = Sinpcosz + cosesinzsind .

Kontrolle: siehe [2], Seite 115; dort steht am
Ende sin(xd), das ahnlich wie vorher kommen-
tiert wird.

4.4 Polaruhr

Das vorliegende spharische Modell ist nicht
anwendbar, da der Polstab in der Zifferblatt-
ebene liegt und somit keinen Schatten wirft,
oder weil im parallelen Stab einer funktionie-
renden Uhr der Spharenmittelpunkt nicht
enthalten ist.

Rein formal betrachtet flihrt Abb.2 zu folgen-
dem: Der Ziffernblatt-Grosskreis enthalt die
Himmelsachse. Mit dem Ortsmeridian bildet er
ein Zweieck, dessen Ecken die beiden Him-
melspole sind. Ausser dem Offnungswinkel ist
darin nichts erkennbar, was hilfreich ware. Die-
ser Winkel ist der Stundenwinkel der Sonne im
Moment des Beginns (westliche Uhr) oder des
Endes (6stliche Uhr) der Anzeige. Die beiden
Dreiecke, die zur Skalierung aller bisher be-
sprochenen Sonnenuhren gebraucht wurden,
sind verschwunden.

5. Mit ebener Trigonometrie gefundene Glei-
chungen

Zenkert [2] wurde stellvertretend fir viele Auto-
ren, die die Gleichungen fir die Zifferblatter in
Sonderlage angeben, zitiert. Er gibt eine zu-
sammenfassende Darstellung, die Herleitungen
fehlen aber. Es ist zu zeigen, dass das mit ebe-
ner Trigonometrie méglich ist und wohl auch so
gemacht wurde.

Far horizontale Sonnenuhren gibt es die be-
kannte Grundgleichung (s.4.2):
(@) tanz=sing tan .

Fur die Vertikaluhr lautet sie (s.4.3.1):
(b) tanz=cos ¢ tant.

Fir die Herleitung des Stundenlinienwinkels der
Vertikaluhr mit Abweichung benutze ich die
zahlreichen ebenen Dreiecke in Abb.4.

Es handelt sich um die parallele Projektion ei-
nes aquatorialen Zifferblattes (Kreis um Pol-
stabspitze) in Pol-Richtung, die die abweichen-
de Wand doppelt schrag trifft. Die linke Halfte in

4



der Abbildung ist noch eine reine Stidwand,
relativ zu ihr ist die Westabweichung d der rech-
ten Halfte, der eigentlichen Wand zu erkennen.
Am Knick befindet sich der Polstab. Er ist das
Dach eines Tetraeders. Im Inneren befindet
sich ein funftes zur Erklarung nétiges Dreieck:
horizontales Dreieck, das die Polstabspitze wie
ein oft angewendetes Zweibein halt. Die ande-
ren sind das stidliche Dreieck und das abwei-

sudl. A
p=Polstabldnge
Grnornor-Abst. a=p cosy

horiz.A
cosd=aa a=acosd
akpcosypcosd
abweich. A \
sing=d/p Sin g=CosyY co_sd
sudl.A

Gnomon-Héhe h=p siny
seitl. Abstand s=asind

(@=p cosy) s=pcospsind
Wand-A
tanf=s/h tanf=sind/tany

chende Stutzdreieck mit den Erhebungswinkeln
(90°-¢) bzw. g, deren je eine Kante der Polstab
Ist. Das Wand- Dreieck enthalt den Substilar-
winkel f, das dquatoriale Dreieck zeigt die sub-
stilare Stundenwinkel-Differenz =g, die zu-
néchst zu berechnen ist.

abweich.A
Ldnge l=p/cosg

dguat. A
rad. Distanz r=p/tang
norm.Dist. n=( tanf
tan‘csub=l=pmm

I ptangcosg

tanTsub = MOl sind

sing  cosd tany cosy
tanTeup=tand / siny

Abb.4 West-abweichende Wanduhr, aus Aquatoruhr abgeleitet

Der Weg von den Vorgaben ¢ (Breite) und d
(Drehung) zu den Gleichungen flr g (Erhe-
bung), f (Substilarwinkel) und ¢, (Stundenwin-
kel-Differenz) ist in der Abb.2 selbst aufge-
schrieben. Das jeweils betroffene Dreieck ist mit
seinem oben kursiv geschriebenen Namen er-
wahnt.

In Analogie zu tan z=cos ¢ tan T bei der Sid-
wand-Uhr (s. Gleichung (b)) lasst sich schrei-
ben:

(c) tanz = sin g tan (T+7sup)-

sin g ist der allgemeinere Ausdruck; bei der
Siaduhr ist mit g=(90°-¢) daraus

sin (90°-@)=cose geworden. Ebenso ist
tan(t+s,) allgemeiner formuliert;

bei der Stiduhr ist der Offset 75,,=0.

In Worten ausgedriickt bedeuten diese beiden
Veranderungen folgendes:

Durch die Abweichung (Drehung d) wird der
Winkel zwischen Wand und einem sich auf dem
aquatorialen Zifferblatt stehend zu denkenden

Zylinder kleiner. Die die Wand zuerst treffende
Mantellinie ist eine andere. Der Zylinder hat sich
diesbezlglich um 1g, bzw. f (auch Drehwinkel
genannt) gedreht. Am Offset 14, (auch Sym-
metriewinkel genannt) ist zu erkennen, dass die
Stundenlinien z weiterhin ein symmetrisches
Bild darstellen, das nur um den Substilarwinkel f
verdreht ist.

Ich verzichte auf die Fleissarbeiten, Gleichung
(c) (s. auch [2], Seite 67) in die in Abschnitt
4.3.2 erhaltene Form umzuwandeln und die
Schattenlinienwinkel-Gleichung auch noch
~eben” herzuleiten. Der in Abb.2 erkennbare
Aufwand zeigt, dass die Grenze fur den vorteil-
haften Ubergang zur sphérischren Trigonomet-
rie, deren einfache Handhabung ich beschrie-
ben habe, erreicht ist.

6. Paar-Bildung aus oft getrennt behandel-
ten Sonnenuhren: Streiflicht

Beim allgemein orientierten Zifferblatt sind ein
oder zwei Stundenwinkel 7, , méglich, bei denen
es streifend beleuchtet ist. Existieren beide,



wird vor dem ersten Zeitpunkt und nach dem
zweiten die Rickseite beleuchtet.

Fur die vertikale Stiduhr gibt es beide Momente,
aber nur im Sommerhalbjahr. Im Winter wird sie
wegen der stdlichen Morgen-/Abend-Weite bei
Sonnenauf- und -untergang schon bzw. noch
mit nennenswertem Einfallwinkel getroffen, ihr
Pendant, die Norduhr bleibt ganztégig ausser
Betrieb [2],[3].

Siid- und Norduhr bilden ein Paar, das ge-
meinsam behandelt werden kann.

Streiflichtmomente gibt es auch bei anderen
Standard-Sonnenuhren, so dass man in jeder
dieser Einzeluhr ein Paar sehen kann.

Bei der Aquatorialuhr wechselt die Beleuch-
tung zwischen Ober- und Unterseite an den
Aquinoktialtagen (5=0). Beide Seiten dieser Uhr
werden gelegentlich getrennt als “zwei Seiten
ein und derselben Medaille” behandelt (s. Ab-
schnitt 4.1).

Bei Polaruhren wechselt die Beleuchtung unab-
hé&ngig von der Jahreszeit (3 beliebig) einmal
taglich immer zur gleichen Zeit. Beim Paar

Abb.5 Modell mit dem Paar Sid/Nord-Uhr und weiteren klassischen Sonnenuhren

In [2] werden vertikale Siid- und Norduhr be-
reits als Paar behandelt und der Hinweis gege-
ben, dass die Stundenlinienformel der Siid-
auch fur die Norduhr benutzt werden kann. Ich
fige hier ein Foto einer solchen Doppel-Uhr ein
(Abb.5: Modell, das ausserdem noch eine hori-
zontale und eine zylindrische Aquatorial-
Sonnenuhr enthalt).

Die Streiflicht-Gleichung fir diesen Sonderfall
steht in [3]. Die Gleichung fir das allgemein
positionierte ebene Zifferblatt fehlt aber dort.
Ich entwickle sie jetzt und benutze sie fir ein
Zifferblatt-Beispiel aus [1].

Der Winkel bei E' im ebenen Dreieck FEE'
(Abb.3) wird bei Streiflicht zu Null:
90°-(d+€) = 0; daraus wird: e = 90°-3.

polare Ost-/West-Uhr ist 7, =0 (wahrer Mittag).

Im Obrigen entzieht sie sich der vorliegenden
Betrachtungsweise (s. Abschnitt 4.4).

Bei der Horizontaluhr wird die Unterseite nie-
mals, die Oberseite wahrend des lichten Tages
immer beleuchtet. Ausser sie befédnde sich im
Weltraum z.B. auf einem geostationaren Satelli-
ten, dann wéare von einem Paar zu sprechen.

Es ist zu betonen, dass mit dem angewendeten
Grosskreis-Modell (Abb.2) beim Stundenlinien-
winkel z gar nicht zwischen den beiden Seiten
der Zifferblattebene unterschieden werden
kann. Der Winkel z erscheint am Rand als
Grosskreisbogen. Mit Hilfe der noch zu finden-
den Streiflicht-Gleichung lasst sich entscheiden,
welche der beiden Seiten fiir welche Werte z zu
skalieren ist. Bei Streiflicht endet die Beleuch-
tung auf der einen und beginnt auf der anderen
Seite. Die Sonderfélle Aquatorial-, Horizontal-
und Polaruhr machen keine Probleme bzw. sind
eindeutig. Die Streiflicht-Gleichung ist daflr
nicht erforderlich. Sie ware hier nur auf Wider-
spruchsfreiheit zu prifen. Nétig und nitzlich ist
sie aber fir die vertikale Uhr mit Drehung und

Kippung.

Dieser konstante Wert wird in Gleichung (5)
eingesetzt, die dann nach r aufgeldst zu den
beiden Winkeln 7, fihrt. Weil zwei Lésungen
erwartet werden, unabhangig davon, ob beide
oder auch nur eine davon brauchbar ist, ist die
7—Auflésung von (5) eine quadratische Glei-
chung, was den zu beschreitenden mathemati-
schen Arbeitsweg vorzeichnet.

Gl.(5) umgeschrieben:
co tw sint+ cosV¥ cost = sin¥Ycot e, ,
mit Konstanten a, bundc:asint+bcost=c.

Jetzt ware eine der beiden Winkelfunktionen
von 7 in die andere umzuformen. Die Entschei-
dung lautet aber, beide zum Tangens zu ma-
chen. Aus dem arcsin ware nicht ersichtlich, ob



der Winkel kleiner oder grosser als 90° ist. Bei
arccos wirde nicht erkennbar sein, welcher der
beiden der negative Winkel ist.

Beziehungen mit Tangens:

sint = tant/ (1+tan’t)"®, cos =1/ (1+tan’s
eingesetzt und geordnet:

atant + b = c(1+tan’t)"?

quadriert: a’tan’r+2ab ta nr+b’=c’+c’tan’s.
geordnet: (a*-c®)tan’r+2ab tan ++(b°>—c?) = 0.
nochmals geordnet:

tan’r+(2ab/(a®~c?))tan +(b*~c%)/(a®>~c?) = 0.
Substitutionen:

p=2ab/(a*~c?), q=(b*~c?)/(a’*~c?).

Lésung in Kurzform:

(d) tan’r+ptant+q=0.

)1/2

Zahlen-Beispiel fiir ein allgemein positio-
niertes Zifferblatt [1]:

¢ = 50° (geographische Breite von Frankfurt/M)
d =-15° (Ost-abweichende Sidwand)
i =110°(20° nach vorn Uberhéangend gekippt)

Aus Gleichung (d) folgen bei Sommersonnen-
wende (3=+23,44°) die numerischen Ergebnis-
se

71:-74,1 °und '72=+19-5 °,

Die Uhr zeigt an diesem Tage die Wahre Orts-
zeit zwischen 07:04 am Morgen und 13:18 am
Nachmittag an. Vorher und nachher (vor allem
nachher) funktioniert sie bei riickseitiger Skalie-
rung und durchgehendem Polstab als Norduhr.
Aus (2) und (3) folgten v=75,9° und ¥=60,65°.
Die Substitute sind p=-3,07 und gq=-1,21.

An den Aquinoktialtagen (8=0) kommt es zur
Doppellésung T12=+62,9°.

Zur Wahren Ortszeit 16:12 wechselt die Be-
leuchtung auf die Riickseite (Norduhr), die noch
bis zum Sonnenuntergang 18:00 anzeigt. Am
Morgen wird nur die Vorderseite beleuchtet. Sie
bekommt bei Sonnenaufgang (genau 6stlich)
bereits Schraglicht.

Bei Wintersonnenwende (5=-23.44°) folgen aus
Gleichung (d) dieselben Werte fur tant , wie
am langsten Tag. Es handelt sich aber um die
um 180° verschobenen Winkel. Zu diesen Zeit-
punkten ist es Nacht, der Horizont blendet die
Sonne aus.

Bei der reinen Siid-/Nord-Uhr ist die Streiflicht-
Gleichung schneller anzugeben.

Im Abschnitt 4.3.1 wurde gefunden:

tane = cot ¢ / cos .

Bei Vorgabe von e entsteht fir = der Ausdruck
cos 7 = cot e/ tan .

Mit es=(90°-3) (Sommersonnenwende) wird
daraus

(e) cost=tand/tan¢o .

Die Gleichung gilt sowohl fir Vormittag als auch
fur Nachmittag (cos( = 7)= cosr).

Die Gleichung in [3], Seite 190 wird mit (e) iden-
tisch, nachdem von ,zeitlichem Abstand vom
Ost- bzw. Westpunkt* auf ,,Abstand vom Meridi-
an“ umgeformt ist.

7. Schlussbemerkung

Die Gleichungen (1) bis (5) kdnnen auch als
Beispiele fur abstrakte mathematische Formu-
lierungen mit dem Anspruch der allgemeinen
Giltigkeit angesehen werden. Es werden alle 8
Vorzeichen-Kombinationen aus =d, =iund =~
abgedeckt. Ein anschauliches Bild ist aber aus
einer solchen abstrakten mathematischen Welt
verbannt. Ich habe mir gelegentlich (siehe Ab-
schnitt 4) dennoch eins gemacht, um das Er-
gebnis am mir Selbstverstandlichen zu prufen.
Folge war meine Idee der Streiflichtgleichung
mit deren Hilfe die immer drohende Vorzei-
chenverirrung gemindert werden kann und
durch Paar-weises Zusammenfassen von Son-
nenuhren ein verkdrzter Uberblick méglich ist.

Von den Mathematikern unter den Sonnenuh-
renfreunden werden solche umfassenden abs-
trakten Darstellungen als eben so schén emp-
funden wie ein besonders gelungene Sonnen-
uhr selbst. Anderen bereitet dieses Vorgehen
mitunter Miihe. Sie haben zuerst eine konkrete
Uhr vor Augen oder schon in der Hand und be-
muhen sich erst danach um eine mathemati-
sche Hilfe fir die quantitative Behandlung. Sie
kénnen die strengen, oft fallenreichen Vorzei-
chen-Konventionen allgemeiner Formulierungen
umgehen, weil ihnen klar ist, welche Richtung
zum errechneten Zahlenwert gehort.

Das trifft insbesondere auf die symmetrischen
Zifferblatter der klassischen Sonnenuhren zu,
weshalb es im Abschnitt 4 beim Vergleich mit
Formeln aus der Literatur zu Vorzeichenunter-
schieden kam. Dem Autor [2] und seinen Le-
sern ist aber die Deutung der Angaben klar. Nur
bei der Unsymmetrie der abweichenden Verti-
kaluhr wird gesagt, was auf die Ost- oder die
Westseite des Zifferblattes gehort. So konkret
kann praktische Sonnenuhren-Beschéaftigung
sein, auf eine ausgesprochene Vorzeichen-
Vereinbarung wird verzichtet.
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